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» Przypomng matematyczne i fizyczne tto tytutowych
zagadnien.

» Pokaze dlaczego spacer przez algebre musi przemienic
sie we wspinaczke na gore analizy funkcjonalnej,
i jakie sg tego konsekwencije.

» Przedstawie oryginalng propozycje uogélnienia relaciji
nieoznaczonosci.



Obserwable w przestrzeni Hilberta H: dimH < oo
» rozktad jedynki: {Eq}: Q C M ={ay,...,as} CR
(i) E3 = Eq = E} dlakazdego Q

(ii) E,=0, Ey=1
N N

(i) Q=J, QanQ=2=Ey=> Eq
i=1 i=1

(IV) EQ1 EQZ = EQ1ﬂQQ

» Dla kazdego unormowanego ¢ € H odwzorowanie

M2 Qs uy(Q) = (¢, Eqv)

jest miarg prawdopodobienstwa na M.

» Jesli liczby a € M zinterpretowac jak wartosci zmiennej
losowej (obserwabli), ktérg oznaczamy A, to ta miara daje
jej rozktad w stanie . Ta zmienna przyjmuje wartos¢ a na
podprzestrzeni Eq  H.



» wartos¢ oczekiwana dla funkgiji f tej zmiennej losowe;j:
= fauy({a})
a
=Y H@) (v, Egav) = (w,Zf )Eqa?)
a

» operator samosprzezony A = Z aEg, zawiera catg

a
informacje o tej obserwabli: (f(A)) = (v, f(A)y)
» Tw spekiralne Kazdy samosprzezony operator A wyznacza
rozktad jedynki Eq na pewnym zbiorze liczb rzeczywistych
o(A) — spektrum — taki, ze

A= ) aEw

aco(A)



Obserwable wspdtmierzalne; dimH < oo

» B= Z bP,, — inny operator samosprzgzony
beo(B)

» Aprzyjmuje wartos¢ a na Eg;H,
B przyjmuje warto$¢ b na Py, H

» Mozemy zatem przyjac, ze na E;4H N PypyH zachodzg
rownoczesnie oba stwierdzenia.

» Jednak aby to prowadzito do tacznego rozktadu
probabilistycznego A i B w dowolnym stanie,

te ortogonalne podprzestrzenie muszg sie sktadac¢ na catg
przestrzen Hilberta:

Z E{a}H N P{b}H =H
a,b



v

v

v

v

Ale stad dla kazdego ¢ € H:

= ta gdzie Y= Egathap = Ppytan
a,b

PioyEayt = Pioy Y taty = tab = Eqay Y tab = Eay Pioyth
bl a/
zatem [Eq. Ps| = 0 dla kazdych Q C ¢(A), X C o(B)
TW: To zachodzi wtedy, i tylko wtedy, gdy [A, B] =0
w tym przypadku:
(i) Raxy = EqPs jest rozktadem jednosci na o(A) x o(B),
(i) dla kazdego stanu ¢ odwzorowanie Q x X — (1, Raxs )

okresla miare tacznego rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennych Ai B



Obserwable w p. Hilberta #; dim # dowolny
» rozktad jedynki: {Eq}: Q2 C R — zbiory borelowskie

() E3=Eqg=E} dlakazdegoQ

iy E;=0, Ey=1
0o N
(i) Q=) QnNQ=02=Ey=s-1lm > Eg,

) N—oo 4
=1 i=1

(IV) EQ1 EQQ = EQ1OQQ

» Dla kazdego ¢ € H odwzorowanie

Q= py(Q) = (v, Ea)

jest miarg prawdopodobienstwa na R.

» Interpretacja: rozktad pewnej obserwabli A w stanie ¢

» o(A) — dopetnienie maksymalnego otwartego zbioru Q, dla
ktérego Eq = 0.



Twierdzenie spektralne

» Rozktad jednosci { Eq} okresla jednoznacznie operator
samosprzezony A z dziedzing D(A) w nastepujacy sposob:

veDA) = [ @duyfa) <. (0Av) = [ adu(a

a(A) o(A)

a(A)

symbolicznie

» Odwrotnie, kazdy operator samosprzezony z dziedzing
D(A) ma takie przedstawienie.



Obserwable wspdétmierzalne w przestrzeni Hilberta

» Obserwable A= [adE; i B= [bdP,
sg wspotmierzalne wtedy, i tylko wtedy gdy [Eq, Py] =0
dla kazdych borelowskich Q i . Wtedy Rq«y = EqPs jest
rozktadem identycznosci, na Rq.sH wartos¢ A jest w Q,
i rownoczes$nie warto$¢ B jest w ¥, ktére to zbiory moga
by¢ dowolnie mate. To jest wtasciwy sens okreslenia
komutujgce obserwable.

» rownowazny warunek: [, e8] = 0

» Niech D C D(AB) N D(BA) — gesta w H.
Zat6zmy, ze na niej [A, B] = 0.
Czy stad wynika, ze Ai B komutujg jak wyzej?

» Nie!

» Tak nie jest nawet wtedy, gdy dodatkowo zatozy¢, ze
zawezenia A i B do D catkowicie wyznaczajg A i B.



Przyktad Nelsona

» M — powierzchnia Riemanna funkcji v/ x + iy,
» H = L%(M, dx dy)
» U(t) — przesunigcie funkcji o t wzdtuz kierunku x,
V(s) — przesuniecie funkcji o s wzdtuz kierunku y
— unitarne ciggte grupy jednoparametrowe, wiec
U(t) = e ™, V(s) = e 9, P, Q samosprzezone
» D — podprzestrzen gtadkich funkcji w H o no$nikach nie
dotykajacych punktu (0, 0) na zadnym ptacie; na D:

P=—-io/ox, Q= —i0/dy, P.D—D, Q:D— D,
[P,Q]=0

» D jest gesta oraz P i Q s3g catkowicie wyznaczone swoimi
zawezeniami do D

» Niech ¢ skupiona w matym otoczeniu punktu (—1,—1) na
jednym z ptatéw. Wtedy U(2)V(2)y # V(2)U(2)1,
bo kazda ze stron skupiona wokét punktu (+1, +1)
na réznych ptatach.



Relacje komutacji

» Zatem znikanie komutatora [A, B] na gestej dziedzinie nie
gwarantuje, ze A, B sg wspotmierzalne.
Natomiast jesli komutator nie znika, to Ai B nie sg
wspotmierzalne.

» Niech A, B samosprzezone. Wtedy komutator jest
okre$lony na dziedzinie D(C) = D(AB) N D(BA) i okresla
na tej dziedzinie symetryczny operator C: dla i) € D(C)

[A, By = iCy

Jesli C # 0, to Ai B nie sa wsp6tmierzalne. Zatem nie
istnieje rozktad jedynki Rq«y, a wiec nie istnieje tgczny
rozktad prawdopodobienstwa obserwabli Ai B.



» Czy wynika stad, ze nie istniejg stany, w ktérych Ai B
przyjmujg réwnoczes$nie dowolnie doktadnie okreslone
wartosci?

» Nie!

Niech A; i By na H4 beda niewspdtmierzalne,

As i B> na H, — wspbtmierzalne.

Wtedy A=A D A>i B= By ® B> na Hy ® Ho nie sg
wspotmierzalne, ale dla stanéw 0 & v nie ma ograniczen
réwnoczesnej szerokosci rozktadéw A i B.



Relacje nieoznaczonosci

» Relacje nieoznaczonosci zmierzaja do uzyskania
ograniczen na rownoczesng szerokos¢ rozktadu A
i szerokos¢ rozktadu B w mozliwie wielu stanach.

» Niech ¢ € D(C) unormowany; ozn. A= A — (A),,
B=B-(B),. Dladowolnego A € R:

0 < [[(B— irAY|?2 = AZ(B)A? + (C)yA + AS(A)
Stad
Ay(A)Ay(B) > 3(C)yl, v € D(AB)N'D(BA)

Roéwnosé zach9dzi wtgdy, i tylko wtedy, gdy dla
pewnego Ag: (B — iAgA)y = 0.
» Zaktadamy, ze D(C) gestaw H.



Otwarte pytania

(i) Jesliy ¢ D(A), to Ay(A) = co.

Relacja nie moéwi nic o A, (B) w tym przypadku.

(i) Jesliy € D(A)ND(B), to iloczyn szerokosci jest
skonczony. Moze zdarzy¢ sie, ze réwniez C rozszerza sie
do tej wiekszej dziedziny, ale relacja nieoznaczonosci
nie musi tam obowigzywac.

(iii) Zawezenia Ai B do D(C) nie musza okresla¢c Ai B
jednoznacznie.

(iv) Jesli C nie jest dodatni, to w ogdlnosci prawa strona moze
by¢ dowolnie mata lub 0 (np. relacje komutacji dla kretu).



Przyktad (ii): para ‘kat - kret’

» Samosprzezone &, L na H = L2((0,27)):

D(®) =M, D(L) ={y e H | € H, ¢(0) = ¢(2r)}
(®P)(p) = pib(9), (L) (p) = =it (v),

D(C) ={y e H| ¢ € H, $(0) =v(2r) =0}, Cy =y
Ay(®)Ay(L) > 3, ¢ €D(C)

» Obie strony skonczone na D(®) N D(L) = D(L), ale relacja
nie rozszerza sie do tej dziedziny; np dla Ly = my: 0 > 1.
Wyijasnienie: dla tego ¢ nie istnieje ciag v, € D(C) taki,
ze rébwnoczesnie yn — ¢ i Ly — Ly



Operatory normalne

» Ajest normalny gdy AA* = A*A. Dla takich operatorow:
D(A*) =D(A) i ||A*y|| = ||Ay| dla kazdego i € D(A)

» zachodzi twierdzenie spekiralne

A= / zdE?, gdzie spektrum o(A) C C
a(A)
» Q> (¢, Ey) — miara prawdopodobienistwa na o(A),
z warto$cig Srednig (A),, = (¢, AY) € C
i odchyleniem Ay (A) = [|[(A— (A)y)Y]|

» Funkcje operatoréw samosprzezonych sg operatorami
normalnymi



Uogdlnione relacje nieoznaczonosci

» Dla normalnych A, Bi ¢, x € D(A) N D(B) definiujemy

qaB(v, x) = (A"¢, Bx) — (B*p, Ax)

ioznaczamy A;=A—-al,By,=B—-b1,a,becC.
» Uogdlnione Relacje Nieoznaczonosci

an6(e. )| < inf_(11(AapllBox] + 1Bl Aax])

_ f Az 2 2 A2 2\2
S W A)+ [5A2XE \[D2(B) + 16(B) P2
A+ Ap=1

+\/A2(B) +15(B)[2)2 /02 (A) +!6<A>|2)\§},

gdzie 6(A) = (A), — (A)x, §(B) = (B), — (B)x




Zastosowania

» dla A* = A, B* = B, ¢ = y € D(AB) N D(BA):
(O [A, BIX)| < 2[(A = (A )XIII(B = (B)x)xl

— standardowa relacja.

» Bede rozwazac¢ operatory samosprzezone i unitarne.

» Ogoélna idea: dobra¢ odpowiednio operatory M i N
i potozy€ ¢ = M, x = Ny



> Dla unitarnego V: AZ(V) =1 —[(V)y[?; oznaczam

AV) [P

R T e L

—rosngca funkcja rozmycia, dgzy do oo dla A, (U) — 1.
» Dla V(s) = e°X:
A (V(s)) =2 / sin® [1s(x — x')] dpy(X)dpy(X) -
o(X)xa(X)
dla ¢ € D(X):

lim s72AZ(V(s)) = lim sT25%(V(s)) = A5(X)

s—0



Pary Weyla
» Dla W, U unitarnych, WU = wUW, |w| = 1:

3w —1] < 65(W)6y(U).

» para kanoniczna W(a) = e~'*X, U(B) = e "#F:

[sin (3aB)| _ du(W(a)) 65(U(8))
@Bl = ol E

» dla ¢ € D(X):




kat — kret

» W(n) = exp[—in®], n € Z,
U(B) = exp[—ipL], f € R/ mod 27:

|sin (3nB)]
B =%

> dla € D(L):

310l < 5u(W(n))Ay(L).



Unitarna transformacja

» U unitarny, A samosprzezony, Ay = U*A U.
Wtedy dla x € D(A) N D(Ay) = D(A) N U*D(A):

’<AU>X - <A>x’ < 5X(U) [AX(AU) + AX(A)] .



Ewolucja czasowa

» W obrazie Heisenberga: U(t) = e~ ™, A, = U(—1)AU(1);
dla x € D(A,) N D(A,):

|<A1‘2>x - <A1‘1>x| < 6X(U(t2 - t1))[Ax(Af2) + AX(AH)] .

»daye () D(A)ND(H)itakiego, ze Ay ciagly:
TE(t—e,t+e)

| < A (H)a (D).

N[ =

» Petna formuta mocniejsza: niech (A;),  t; aby to byta
dobra miara czasu, warunek:
A, (At) pozostaje ograniczona przez stata.
To mozliwe tylko jesli [(U(t))+| = |(x, xt)| spada co
najmniej jak 1/t z czasem.



Kret

» J; —operatory kretu na H; ozn. Hp, = Ker(Js — m1),
P — operator rzutowania na:
7‘[1/2 + 7‘[,1/2 — fermiony,
Ho + Hq lub H_q + Hg — bozony.

» Wtedy

(¥, |[J3])) < 2004 (J1) Ay ()
[P+ 50) 2P| (Au(h) + Bu())

gdzie 6 = 1 —fermiony, § = 0 — bozony.



Podsumowanie

» Klasyczne obserwable majg zawsze tgczne rozkiady
prawdopodobienstwa.

» Kwantowe obserwable majg tagczne rozktady
prawdopodobienstwa w kazdym stanie wtw gdy
ich operatory rzutowe komutuja.
Znikanie komutatora na gestej dziedzinie nie jest
wystarczajgce.

» Dla niewspotmierzalnych obserwabli moga istnie¢ stany
o dowolnie matym rozmyciu w kazdej z obserwabli.

» Powazne traktowanie dziedzin operatordéw
nieograniczonych ma zasadnicze matematyczne i fizyczne
znaczenie.

» Pokazatem nietrywialne rozszerzenie relacji komutaciji,
o interesujgcych implikacjach fizycznych.
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